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Экономический рост и неравенство в модели 
с роботами 1

Аннотация. В работе рассматривается модель перекрывающихся поколений 

с династиями, неоднородными по своим межвременным предпочтениям и степени аль-

труизма. Исследуется вопрос о том, как роботизация влияет на экономический рост 

и неравенство. Предполагается, что индивид, представляющий династию, живет два 

периода времени и имеет одного наследника, которому оставляет ненулевое наследство. 

Размер оставляемого наследства является одним из аргументов его лог-линейной функ-

ции. В течение первого периода времени индивид работает и получает заработную плату. 

Кроме того, ему достается некоторое наследство от предыдущей династии. Технология 

описывается трехфакторной (труд, капитал и роботы) производственной функцией 

Кобба–Дугласа, в которой робот может полностью заменить одного работника. Показано, 

что динамика равновесных траекторий зависит от цены роботов. Если роботы являются 

очень дорогими, они не будут производиться и использоваться, а равновесная траектория 

сойдется к некоторому стационарному равновесию. Когда роботы становятся более деше-

выми, начинается процесс роботизации и равновесная траектория сходится к новому 

стационарному равновесию. Переход к новому равновесию может привести как к росту, 

так и падению благосостояния отдельных династий или общества в целом. Если роботы 

становятся еще более дешевыми, экономика выходит на траекторию бесконечного роста, 

но это не значит, что благосостояние всех династий будет бесконечно расти. Уровень 

дохода некоторых династий может упасть. В любом случае роботизация приведет к росту 

неравенства в распределении доходов и богатства.
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1. Вв едение
В конце 2024 г. на сайте 3Dnews (Фетисов, 2024) сообщалось, что в 2023 г. 

средняя плотность роботов (число роботов на 10 тыс. работников) выросла в мире 

до 162 единиц, что вдвое превосходит показатель семилетней давности. Лидером 

в роботизации экономики является Южная Корея, где насчитывается 1012 робо-

тов на 10 тыс. работников.

В связи с расширением масштабов применения роботов в экономике воз-

никает естественное беспокойство по поводу возможных последствий этого про-

цесса. Роботизацию, а также родственный ей процесс внедрения искусственного 

интеллекта, можно рассматривать как форму трудозамещающего технического 

прогресса. Тот факт, что технический прогресс такого типа может привести 

не только к экономическому росту, но и к возможным проблемам в занятости 

1  Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 24-11-00329).
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и росте неравенства, обратил на себя внимание экономистов уже некоторое 

время тому назад и активно обсуждается в теоретической литературе (Acemoglu, 

Restrepo, 2018, 2020; Aghion, Jones B., Jones C., 2019; Ikeshita, Uchida, Nakamura, 

2023; Lu, 2021; McAfee, Brynjolfsson, 2017; Nakamura, Zeira, 2024; Prettner, Strulik, 

2020; Sachs, Kotlikoff, 2012; Sachs et al., 2015; Zhang, 2019).

Настоящая статья посвящена исследованию простой теоретической 

модели экономического роста, ориентированной на анализ влияния роботиза-

ции на экономическое неравенство. Рассматриваемая модель является моделью 

перекрывающихся поколений с возможностью наследования. В модели населе-

ние состоит из династий, состоящих из альтруистичных агентов. Агент живет 

два периода времени и оставляет наследство, размер которого является одним 

из аргументов функции полезности этого агента. Такой тип альтруизма был пред-

ложен в работе (Andreoni, 1989). Основная отличительная особенность нашей 

модели состоит в том, что агенты являются неоднородными по своим межвре-

менным предпочтениям и степени альтруизма.

Что касается технологии, то, следуя (Prettner, 2019), мы применяем, 

по-видимому, самый простой способ ввести роботов в однопродуктовую модель 

экономического роста, а именно предполагаем трехфакторную (труд, капитал 

и роботы) производственную функцию Кобба–Дугласа, где робот полностью 

замещает одного работника.

Сначала мы рассмотрим равновесные траектории для случая, когда произ-

водство роботов невозможно, а затем — в случае с применением роботов. В пер-

вом случае любая равновесная траектория сходится к стационарному равнове-

сию, а во втором — либо сходится к стационарному равновесию, либо выходит 

на траекторию бесконечного роста. Затем покажем, что в нашей модели переход 

от экономики без роботов к экономике с роботами может привести к падению 

благосостояния отдельных династий или общества в целом и почти обязательно 

приведет к росту неравенства в распределении доходов и богатства.

2. Модел ь
Время в модели дискретно и принимает значения t = −1 0 1, , , ... . Точности 

ради подчеркнем, что следует различать момент времени t  и период времени t. 

Период времени t  начинается в момент времени t  и заканчивается в момент вре-

мени t +1.

2.1. Производств енный сектор

Начнем с описания производственного сектора экономики, который 

представлен репрезентативным производителем, действующим в условиях 

совершенной конкуренции. Следуя (Prettner, 2019), предполагаем, что он зада-

ется производственной функцией

F K L P K L P, , ( ) , .( ) = + < <−α α α1 0 1

Здесь K ≥ 0 — количество используемого «обыкновенного основного капитала», 

L ≥ 0 — затраты рабочей силы, совпадающие с числом работающих, P ≥ 0 — число 

используемых роботов. Как обыкновенный капитал, так и роботы полностью 

выбывают в течение одного производственного цикла. В данной постановке 
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задачи один робот полностью замещает одного работника.

Выпущенная в течение некоторого единичного промежутка времени 

продукция делится на потребление в этом периоде и на инвестиции, которые 

идут на обыкновенный капитал и автоматический капитал, т. е. роботов. Если 

инвестиции идут на обыкновенный капитал, то они превращаются в последний 

в пропорции один к одному. При преобразовании инвестиций в автоматиче-

ский капитал одна единица инвестиций превращается в 1/q  штук роботов. Как  

обычно, цена одной единицы выпущенной продукции, как и цена одной единицы 

обыкновенного капитала, равна единице. Поэтому число q , которое мы считаем 

заданным, мы будем интерпретировать как цену одного робота.

Если в распоряжении репрезентативного производителя имеется K  еди-

ниц обыкновенного капитала и P  штук роботов, то его совокупный капитал равен 

величине = +K qP . При этом значения величин K  и P  не могут быть произволь-

ными. Мы предполагаем, что репрезентативный производитель ведет себя раци-

онально. Пропорция, в которой совокупный капитал распределен между обык-

новенным и автоматическим капиталами определяется оптимальным образом. 

А именно при заданном ≥ 0 и заданном L ≥ 0 величины K  и P  определяются 

посредством решения задачи:

   max s t
K P

F K L P K qP
,

, , . . .( ) + =  (1)

Легко проверить, что решение этой задачи задается соотношениями:

K
k q L

qL k q L
=

≤ ( )
+( ) > ( )

⎛

⎝
⎜
K � K

K K

, ;

, ,α
 P

k q L

q L k q L
=

≤ ( )
−( ) − > ( )

⎛

⎝
⎜

0

1

, ;

/ , ,α α

где k q q( ) = −( )α α/ .1
Обозначим оптимальное значение задачи (1) как F K,L( ). Очевидно, что

   F K
K K

K � K
,

, ;

, ,
L

L k q L

w q L R q k q L
( ) =

≤ ( )
( ) + ( ) > ( )

⎛

⎝
⎜

−α α1

 (2)

где w q q( ) = ψ α, R q q( ) = −ψ α 1 при ψ α αα α= − −( ) .1 1

Функция F K,L( ) представляет собой двухфакторную (труд и совокупный 

капитал) производственную функцию, которая является дифференцируемой, 

вогнутой и положительно однородной первой степени. В интенсивной форме 

она приобретает вид

   f
k q

w q R q k q
κ κ

κ κ

κ κ

α

( ) = ( ) =
≤ ( )

( )+ ( ) > ( )
⎛

⎝
⎜,

, ;

, ,
1  (3)

где κ = / L  — (совокупная) капиталовооруженность.

При значениях капиталовооруженности κ, не превышающих k q( ) (т. е. 

при ≤ ( )k q L), оптимальным для репрезентативного производителя выбором 

является нулевое число роботов и, следовательно, использование всего капи-

тала в форме обыкновенного капитала. В этом случае производственная функ-

ция совпадает со стандартной функцией Кобба–Дугласа: F K K,L L( ) = −α α1  (т. е. 

f κ κα( ) = ).

Если же капиталовооруженность κ выше k q( ) (т. е. при > ( )k q L), опре-

деленную часть капитала должны составлять роботы. Если быть более точным, 

то в этом случае количество обыкновенного капитала равно k q L( ) , а весь остав-
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шийся капитал − ( )k q L — это «автоматический» капитал, который состоит из 

− ( )( )k q L q/  роботов. В данной ситуации производственная функция приобре-

тает линейный вид: F K K,L w q L R q( ) = ( ) + ( )  (т. е. f w q R qκ κ( ) = ( )+ ( ) ).

Важно подчеркнуть, что величины k q( ) и w q( ) увеличиваются с ростом 

q . Это отражает тот факт, что чем ниже цена роботов, тем раньше они начнут 

использоваться в процессе производства и тем меньше ставка заработной платы, 

которую надо платить работникам. R q( ) убывает с ростом q . Эта зависимость сви-

детельствует о том, что уменьшение цены роботов приведет к росту доходности 

капитала.

В нашей модели предполагается совершенная конкуренция. Поэтому 

в состоянии равновесия ставка процента r  и ставка заработной платы w  зада-

ются предельными продуктами капитала и труда соответственно: r f= ′( )−κ 1, 
w f f= ( )− ′( )κ κ κ. Далее мы будем вместо ставки процента использовать величину 

R r f= + = ′( )( )1 κ .
Легко проверить, что

             w
k q

w q k q
=

−( ) ≤ ( )
( ) > ( )

⎛

⎝
⎜

1 α κ κ

κ

α, ;

, ,
 (4)

               R
k q

R q k q
=

≤ ( )
( ) > ( )

⎛

⎝
⎜

−ακ κ

κ

α 1, ;

, .
 (5)

Заметим, что при любом κ выполняется неравенство

              R R q≥ ( ).  (6)

2.2. Потребители

Мы используем модель перекрывающихся поколений с альтруиз мом. 

Население состоит из N  династий. В начале каждого периода времени t  в каж-

дой династии рождается один человек. Он живет два периода времени — период 

t  и период t +1. В периоде t  он выходит на рынок труда с одной единицей рабо-

чей силы, а в периоде t +1 он находится на пенсии. Предполагаем, что в каждый 

момент времени рынок труда находится в состоянии равновесия, и, тем самым, 

численность работающих составляет N  человек. Поэтому в состоянии равнове-

сия совокупная капиталовооруженность равна κ = / N , где  — это совокупное 

количество капитала в текущем периоде.

Рассмотрим представителя династии j , родившегося в момент времени 

t ≥ 0, который работает в периоде t , получая за свою работу заработную плату 

wt, а также получает наследство bt
j. Тем самым, средства, которыми он распола-

гает в периоде t (точнее, к концу этого периода), равны сумме w bt t
j+ . Часть этих 

средств он тратит на потребление ct
j, а остальное идет на сбережения st таким 

образом, чтобы выполнялось равенство c s w bt
j

t
j

t t
j+ = + .

Если в периоде t +1 ставка процента равна rt +1, то, находясь на пенсии, 

в периоде t +1 наш индивид располагает средствами в размере R st t
j

+1 , где R rt t+ += +1 11 . 

В некоторой своей части они тратятся на потребление dt
j
+1, а оставшееся часть bt

j
+1 

передается потомку в качестве наследства. Тем самым, должно выполняться равен-

ство d b R st
j

t
j

t t
j

+ + ++ =1 1 1 .
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Полезность, которую рассматриваемый нами потребитель извлекает из сво-

его потребления и оставляемого наследства, равна U c d bj
t
j

t
j

t
j, ,+ +( )1 1 , где функция полез-

ности U c d bj , ,( ) является лог-линейной и имеет вид U c d b c d bj j j, , .( ) = + +ln ln lnδ λ
Коэффициент δ j > 0 представляет собой субъективный коэффициент 

межвременного дисконтирования; λ j ≥ 0 — степень межпоколенческого альтру-

изма, или межпоколенческой терпеливости. Если для всех j  показатель λ j равен 

нулю, наша модель превращается в обычную модель перекрывающихся поколе-

ний. Все представители одной династии имеют одну и ту же функцию полезно-

сти, т. е. функция полезности наследуется без изменений.

Существует несколько способов вводить альтруизм в модель перекрываю-

щихся поколений, с которыми можно ознакомиться в обзоре (Michel, Thibault, 

Vidal, 2006). В нашей модели мы используем подход, предложенный (Andreoni, 

1989). В рамках этого подхода наследство в явном виде включено в функцию 

полезности потребителя.

Мы предполагаем, что ct
j, st

j, dt
j
+1 и bt

j
+1 определяются как решение задачи

          max s t
c s d b

j
t t tU c d b c s w b d b R s

, , ,
, , . . , .( ) + = + + = +1  (7)

Легко проверить, что вектор c s d bt
j

t
j

t
j

t
j, , ,+ +( )1 1 , представляющий собой решение 

задачи (7), задается соотношениями:

c w bt
j

j j t t
j=

+ +
+( )1

1 δ λ
,  s w bt

j
j j

j j t t
j= +

+ +
+( )δ λ

δ λ1
,

d R st
j

j

j j t t
j

+ +=
+1 1

δ
δ λ

,  b R st
j

j

j j t t
j

+ +=
+1 1

λ
δ λ

.

В нашей модели мы рассматриваем динамику экономики, начиная 

с момента времени t = 0. В этот момент на свет появляется N  индивидов, но одно-

временно живут еще и те N  человек, которые родились в момент времени t = −1. 

Для них в момент t = 0 заданными являются сбережения s s N
− −> >1
1

10 0,..., , которые 

они сделали в периоде времени t = −1. Для того чтобы определить свое потребле-

ние в периоде t = 0, представитель династии j , родившийся в момент времени 

t = −1, решает задачу

      max s t
d b

j jU d b d b R s
,

, . . ,− −( ) + =1 0 1  (8)

где функция полезности U d bj
− ( )1 ,  имеет вид U d b d bj j j

− ( ) = +1 , .δ λln ln
Вектор d bj j

0 0,( ), являющийся решением задачи (8), задается формулами:

d R sj
j

j j
j

0 0 1=
+ −
δ

δ λ
,  b R sj

j

j j
j

0 0 1=
+ −
λ

δ λ
.

Функция полезности U d bj
− ( )1 ,  является хвостом функции полезности U c d bj , ,( ), 

а задача (8) — хвостом задачи (7) (при t = −1).

2.3. Равновесие

Предположим, что нам заданы сбережения s s N
− −> >1
1

10 0, ..., , которые сде-

лали представители всех династий в периоде t = −1.

Определение 1. Набор послед овательностей

( ) , ( ) ( ) ( ) , ( ) , ( ) ,, ,κ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
t t t t t t t

j
t t

j
t t

j
tR w s c d= = = = = =0 0 0 0 0 0 ( )bt

j
t j

N

= =( ){ }0 1

∞
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представляет собой равновесную траекторию, исходящую из начального состояния 

s s N
− −( )1
1

1, ..., , если выполняются условия:

1) ∀ =t 0 1, , ... справедливы соотношения R ft t= ′( )κ  и w f ft t t t= ( )− ′( )κ κ κ ;

2) ∀ =j N1,...,  вектор d bj j
0 0,( ) является решением задачи (8);

3) ∀ =j N1,...,  и ∀ =t 0 1, , ... вектор c s d bt
j

t
j

t
j

t
j, , ,+ +( )1 1  является решением задачи (7);

4) ∀ =t 0 1, , ... выполняется равенство N st
j

N

t
jκ =

=
−∑

1
1.

В данном определении условие 1) указывает на то, что репрезентативный 

производитель максимизирует прибыль в условиях совершенной конкуренции, 

при этом на рынке труда наблюдается равенство спроса и предложения. Условия 

2)–3) — каждый индивид стремится максимизировать свою полезность при задан-

ных бюджетных ограничениях. Условие 4) — равенство спроса и предложения 

на рынке капитала: количество капитала в момент t , равное N tκ , соответствует 

совокупным сбережениям всех агентов, т. е. 
j

N

t
js

= −∑ 1 1.

В каждый момент времени t = 0 1, , ... в равновесии имеет место равенство 

спроса и предложения на рынке единственного продукта:

c d N Nft
j

t
j

t tj

n

j

n

= = +∑ ∑+ + = ( )
1 1 1κ κ . 

Данное равенство выполняется в силу закона Вальраса, т. е. вся выпущенная 

в периоде t  продукция в размере Nf tκ( ) единиц в точности равна сумме трех сла-

гаемых: потребления в периоде t  тех, кто родился в момент времени t  (
j

N

t
jc

=∑ 1
), 

потребления в периоде t  тех, кто родился в момент t −1 (
j

N

t
jd

=∑ 1
), и совокупного 

капитала на момент времени t +1 (N tκ +1).

Для удобства изложения введем следующие обозначения:

A Bj
j j

j j
j

j

j j= +
+ +

=
+ +

δ λ
δ λ

λ
δ λ1 1

, , j N= 1,..., .

Из того, как устроены решения задач (7) и (8), вытекает, что для всех 

j N= 1,...,  и всех t = 0 1, , ...  на равновесной траектории ( ) , ( ) ( ), ,κ ∞ ∞ ∞
t t t t t tR w= = ={ 0 0 0

( ) , ( ) , ( ) , ( )s c d bt
j

t t
j

t t
j

t t
j

t j

N

= = = = =( ) }0 0 0 0 1

∞ ∞ ∞ ∞ , исходящей из некоторого начального состояния 

s s N
− −( )1
1

1, ..., , динамика сбережений задается соотношением

    s A w B R st
j j

t
j

t t
j= + −1.  (9)

Стационарные равновесия в нашей модели определяются следующим 

образом.

Определение 2. Набор { , , ,( , , , ) }κ R w c s d bj j j j
j
N

=1  называется стаци-

онарным равновесием, если набор последовательностей ( ) , ( ) ( ), ,κ ∞ ∞ ∞
t t t t t tR w= = ={ 0 0 0

( ) , ( ) , ( ) , ( )s c d bt
j

t t
j

t t
j

t t
j

t j

N

= = = = =( ) }0 0 0 0 1

∞ ∞ ∞ ∞ , задаваемый соотношениями

κ κt t t t
j j

t
j j

t
j j

t
j j

R R w w s s c c d d

b b j

= = = = = =

=

, , , , , ,

, == =1 0 1,..., ; , , ... ,N t

представляет собой равновесную траекторию, исходящую из начального состоя-

ния s s N1 , ...,( ).
3. Предварительный анализ: свой ства модели в отсутствие роботов
Начнем анализ с описания свой ств модели в предположении, что q = ∞ 

и, следовательно, производство роботов невозможно. В этом с лучае

   f R wκ κ ακ α κα α α( ) = = = −( )−, , ,1 1  (10)
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и, следовательно,

           w R= −1 α
α

κ.  (11)

3.1. Равновесная динамика в отсутствие роботов

Докажем сходимость равновесных траекторий к стационарному 

равновесию.

Теорема 1. В отсутствие роботов в модели существует единственное стацио-

нар ное равновесие { , , ,( , , , ) }κ* * * * * * *R w c s d bj j j j
j
N

=1  и любая равновесная траектория к нему 

сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим равновесную траекторию

 ( ) , ( ) ( ), ,κ ∞ ∞ ∞
t t t t t tR w= = ={ 0 0 0 ( ) , ( ) , ( ) , ( )s c d bt

j
t t

j
t t

j
t t

j
t j

N

= = = = =( ) }0 0 0 0 1

∞ ∞ ∞ ∞ , 

исходящую из некоторого начального состояния s s N
− −( )1
1

1, ..., .

В силу (9) и (11) для каждого j N= 1,...,  при всех t = 0 1, , ... выполняются 

соотношения:

         s A w B R s A R B R s A R
N

st
j j

t
j

t t
j j

t t
j

t t
j j

t
i

N

t= + = − + = −
− −

=
∑1 1

1

1 1 1α
α

κ α
α −− −

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ =1 1
i j

t t
jB R s    (12)

   = − +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ −⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

− −
≠
∑R

A
N

B s
A
N

st

j
j

t
j

j

t
i

i j

1 1
1 1

α
α

α
α

. (13)

В матрично- векторном виде эти равенства можно записать: s R st t t= −1, t = 0 1, , ..., где

=

− × + − × … − ×

− × − × + … − ×

1 1 1

1 1 1

1
1

1 1

2 2
2

2

α
α

α
α

α
α

α
α

α
α

α
α

A
N

B
A
N

A
N

A
N

A
N

B
A
N

.... ... ... ...

1 1 1− × − × … − × +

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

α
α

α
α

α
α

A
N

A
N

A
N

B
N N N

N

⎟⎟
⎟
⎟

и s s st t t
N= …( , , ) ,T1  t = − …1 0 1, , , , и где Т — знак транспонирования.

Пусть x x x N= ( , ..., )T1  — вектор Фробениуса–Перрона матрицы , при-

чем x = 1. В качестве нормы используем норму l1: для вектора x x x N= …( , , )T1  

его норма — это x x x x N= + +…+1 2 . Поскольку матрица  положительна, то 

s s xt t t
/ .− →

→∞
0

С учетом нашего выбора нормы имеем s Nt t= +κ 1, t = 0 1, , ... . Следо-

вательно,

             
s

N
x j Nt

j

t
t

j

κ ∞
+

→
→ =

1

1, , ..., .  (14)

Поскольку (12) можно переписать в виде

s A NB
s
N

Rt
j j j t

j

t
t t= − +

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−1 1α
α κ

κ ,

то с учетом равенства Rκ ακα=  заключаем, что

κ α
α κ

ακα
t

j
j t

j

tj

N

t

A
N

B
s
N+

−

=

= − +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟∑1

1

1

1
, t = 0 1, , ....
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Кроме того, из (14) вытекает, что

1 1
11− + → − + =−

→

α
α κ

α
α∞

A
N

B
s
N

A
N

B x j N
j

j t
j

t
t

j
j j , ,..., .

Отсюда следует, что при достаточно больших t  последовательность ( )κ ∞
t t =0 каче-

ственно ведет себя так же, как и последовательность ( )κ ∞
t t =0, задаваемая равенством

κ α
α

ακα
t

j
j j

t
j

N A
N

B x+
=

= − +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟∑1

1

1
,  t = 0 1, , ... .

Очевидно, что при κt ≠ 0 последовательность ( )κ ∞
t t =0 сходится к κ*, где κ* — 

это единственное ненулевое решение уравнения

κ α
α

ακα= − +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟=

∑ 1

1

A
N

B x
j

j j

j

N

.

Поэтому последовательность ( )κ ∞
t t =0 тоже сходится к стационарной равновесной 

капиталовооруженности κ*. Зная ее, мы можем полностью описать искомое ста-

ционарное равновесие { , , ,( , , , ) }κ* * * * * * *R w c s d bj j j j
j
N

=1 , а именно R * *= −α κ α( ) ,1  

w * *= −( )1 α κ α( ) . И стационарные равновесные сбережения s j Nj *, , , ,= …1  задаются 

равенствами s A w B R sj j j j* * * * *= + .
Нам осталось указать для каждой династии j N= …1, , , чему в искомом 

стационарном равновесии равняются показатели потребления индивида в пер-

вый и второй период его жизни, а также размер наследства. Они задаются 

соотношениями:

d R sj
j

j j
j* * *=

+
δ

δ λ
, b R sj

j

j j
j* * *=

+
λ

δ λ
, c w bj

j j
j* * *=

+ +
+( )1

1 δ λ
.

Как и в традиционной модели перекрывающихся поколений, равновес-

ные траектории в нашей модели могут оказаться технологически неэффектив-

ными. Поскольку каждая равновесная траектория сходится к стационарному рав-

новесию { , , ,( , , , ) }κ* * * * * * *R w c s d bj j j j
j
N

=1 , мы можем дать почти исчерпывающий ответ 

на вопрос об эффективности равновесных траекторий. Достаточно сравнить 

стационарную капиталовооруженность κ* с золотой капиталовооруженностью 

κ κ κ
κ

GR f= ( )−arg max .
Согласно (Croix, Michel, 2002), применительно к нашей модели имеем: 

если κ κ* < GR  (т. е. R * >1) — все равновесные траектории технологически эффек-

тивны, если κ κ* > GR (т. е. R * < 1) — они неэффективны.

Если рассматривать стационарную капиталовооруженность как завися-

щую от параметров модели, то суммарное стационарное равновесное потребле-

ние, равное N f κ κ* *( )−( ), растет с ростом κ* до тех пор, пока κ* не превосходит 

κGR, но дальнейший рост κ* приведет к падению суммарного потребления.

Вектор стационарных равновесных сбережений s s s N* * *= ( )1 , ...,  является 

вектором Фробениуса–Перрона матрицы . В то же время, с учетом (13), имеем

s R
A
N

B s
A
N

sj
j

j j
j

i

i j

* * * *= − × +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ − ×
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥≠

∑1 1α
α

α
α

, j N= …1, , ,

т.е. s R s* * *= . Поэтому верно равенство

              R * = 1/ ,μ  (15)

где μ — это число Фробениуса–Перрона матрицы . Отсюда следует, что равно-

весные траектории нашей модели в отсутствие роботов эффективны, если μ < 1, 
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и неэффективны, если μ >1. При этом увеличение μ ведет к росту суммарного 

равновесного потребления до тех пор, пока μ не станет больше 1.

3.2. Сравнительное благосостояние различных династий в стационарном 

равновесии

Теперь мы попытаемся сравнить уровни благосостояния различных 

династий в стационарном равновесии { , , ,( , , , ) }κ* * * * * * *R w c s d bj j j j
j
N

=1 . Проводить 

сравнение по значениям функций полезности в нашей модели нельзя, поскольку 

функции пол езности у династий неодинаковы. Однако можно сравнивать дина-

стии по размеру их богатства. Действительно, если богатство w bl* *+  династии 

l  больше, чем богатство w bk* *+  династии k, то можно считать, что у представи-

теля династии l  возможностей потреблять в первый и второй периоды своей 

жизни, а также оставлять наследство больше, чем возможностей у представи-

теля династии k.

Следующее предложение позволяет определить по параметрам функций 

полезности, у какой из двух династий в стационарном равновесии богатство ока-

жется большим.

Предложение 1. Рассмотрим стационарное равновесие 

{ , , ,( , , , ) }κ* * * * * * *R w c s d bj j j j
j
N

=1  в модели без роботов. Для династий l  и k неравенство 

w b w bl k* * * *+ > +  выполняется тогда и только тогда, когда B Bl k> .
Это предложение имеет естественную интерпретацию. С точностью 

до небольшой нормировки функция полезности представителя каждой династии 

представляет собой взвешенную сумму трех величин: полезности от потребления 

в первый период своей жизни, полезности от потребления во второй период 

жизни и полезности от оставляемого наследства. Взвешивающие коэффици-

енты у этих трех составляющих, например для династии j, равны величинам 

1 1 1/ , /+ +( ) + +( )δ λ δ δ λj j j j j  и λ δ λj j j jB/ ( )1+ +( ) =  соответственно.

Согласно предложению 1, в стационарном равновесии в модели без робо-

тов из двух династий богатство будет больше у той, которая придает более высо-

кий вес полезности оставляемого наследства, т. е. у более альтруистичной и тер-

пеливой династии.

В стационарном равновесии богатство одной династии больше, чем 

богатство другой, в случае когда у первой династии оставляемое наследство 

больше, чем у второй. При этом наследство, которое получает представитель 

каждой династии, должно совпадать с наследством, которое он сам оставляет. 

В ситуации, когда наследство у представителя первой династии окажется таким 

большим, что практически все сбережения уйдут на то, чтобы оставить наслед-

ство потомку, тогда потребление данного индивида во второй период жизни 

окажется очень скромным, в то время как у второй рассматриваемой династии 

наследство будет меньше, но уровень потребления окажется выше. С этой точки 

зрения представляется неразумным считать, что благосостояние первой из двух 

династий выше, чем благосостояние второй.

Если считать, что благосостояние династии следует оценивать 

по уровню потребления ее репрезентативного потребителя, то выше ока-

жется благосостояние династии, у которой больше та часть бюджета, которая 
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идет на потребление. Например, если в состоянии стационарного равновесия 

{ , , ,( , , , ) }κ* * * * * * *R w c s d bj j j j
j
N

=1  выполняется неравенство

    c
d
R

c
d
R

l
l

k
k

*
*

*
*

*

*+ > + ,  (16)

то в этом равновесии часть бюджета, которая идет на потребление у представи-

телей династии l , выше, чем у представителей династии k.

Заметим, что

c
d
R

w
R

R
b j Nj

j
j*

*

*
*

*

*
*+ = +

−( )
= …

1
1, , , ,

где величину w R b Rj* * * *+ −( )1 /  будем с большой долей условности называть дохо-

дом (репрезентативного представителя) династии j 2. Поэтому неравенство (16) 

можно переписать в виде:

   w
R b

R
w

R b

R

l k
*

* *

*
*

* *

*+
−( )

> +
−( )1 1

.   (17)

Предложение 2. Рассмотрим стационарное равновесие 

{ , , ,( , , , ) }κ* * * * * * *R w c s d bj j j j
j
N

=1  в модели без роботов. Если R * >1 (т. е. κ κ* < GR ), то для 

династий l  и k  неравенство (17) выполняется тогда и только тогда, когда B Bl k> , а если 

R * < 1 (т. е. κ κ* > GR), то для династий l  и k неравенство (17) выполняется тогда и только 

тогда, когда B Bl k< .
Если в стационарном равновесии κ* меньше κGR, то сравнение благосо-

стояния двух династий по доходу дает такой же результат, как и сравнение по раз-

меру богатства. Если в стационарном равновесии κ κ* > GR  и такое равновесие 

неэффективно, то сравнение по доходу и по богатству дает противоположный 

результат. Этот результат интуитивно понятен, поскольку данную ситуацию есте-

ственно интерпретировать как ситуацию перенакопления капитала.

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 1 и предложения 2.

Для всех j N= 1,...,  имеем:

d R sj
j

j j
j* * *=

+
δ

δ λ
, b R sj

j

j j
j* * *=

+
λ

δ λ
, c w bj

j j
j* * *=

+ +
+( )1

1 δ λ
,  s w bj

j j

j j
j* * *= +

+ +
+( )δ λ

δ λ1
,

откуда с помощью несложных преобразований получаем:

         w b
R

wj
j j

j j
* *

*
*+ = + +

+ + −( )
1

1 1
δ λ

δ λ
, (18)

   w
R

R
b

R
wj

j

j j
*

*

*
*

*
*+

−( )
= +

+ + −( )
1 1

1 1
δ

δ λ
.  (19)

Равенство (18) можно переписать в виде:

1
1

1w b
R wj

j

j j* *
* *

+
= −

+ +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

λ
δ λ

/ .

Отсюда вытекает справедливость предложения 1.

В силу (19) справедлива цепочка соотношений:

w
R

R
b w

R

R
bl k*

*

*
* *

*

*
*+

−( )
> +

−( )1 1
 ⇔ +

+ + −( ) > +
+ + −( ) ⇔

* *

1
1 1

1
1 1

δ
δ λ

δ
δ λ

l

l l

k

k kR R

⇔
−( )

+
<

−( )
+

* *λ
δ

λ
δ

l

l

k

k

R R1

1

1

1
.

2  Отметим, что w R R b w r r b
j j* * * * * * * *+ − = + +( )( ) ( )1 1/ / , где r R

* *= − 1 — равновесная ставка процента.
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Для доказательств предложения 2 осталось заметить, что:

λ
δ

λ
δ

λ
δ λ

λ
δ λ

l

l

k

k

l

l l

k

k k1 1 1 1+
<

+
⇔

+ +
<

+ +
,

λ
δ

λ
δ

λ
δ

λ
δ

l

l

k

k

l

l

k

k

R R1

1

1

1 1 1

−( )
+

<
−( )

+
⇔

+
<

+

* *

 при R * < 1,

λ
δ

λ
δ

λ
δ

λ
δ

l

l

k

k

l

l

k

k

R R1

1

1

1 1 1

−( )
+

<
−( )

+
⇔

+
>

+

* *

 при R * < 1.

4. Роботизация

4.1. Равновесная динамика в условиях роботизации

В разд. 3 мы рассмотрели случай, когда цена роботов равна бесконечно-

сти, и поэтому роботизация невозможна. Практически то же будет происходить 

и в случае, когда цена роботов конечна, но очень велика. Можно показать, что 

если k q( ) > κ* , то любая равновесная траектория  сойдется к стацио нарному рав-

новесию без роботов.

В случае, когда цена роботов невелика и выполняется неравенство 

k q( ) < κ* , любая равновесная траектория устроена так, что с некоторого момента 

времени роботизация обязательно начнется, и, начиная с  какого-то (может быть, 

другого) момента, она станет безостановочной. Это вытекает из следующего 

предложения.

Предложение 3. Предположим, что k q( ) < κ*, и, следовательно, R q R( ) > *. 

В этом случае для любой равновесной траектории 

( ) , ( ) ( ), ,κ ∞ ∞ ∞
t t t t t tR w= = ={ 0 0 0  ( ) , ( ) , ( ) , ( )s c d bt

j
t t

j
t t

j
t t

j
t j

N

= = = = =( ) }0 0 0 0 1

∞ ∞ ∞ ∞

найдется такой момент времени τ , что κt k q> ( ),  t = + …τ τ, , .1
Д о к а з а т е л ь с т в о. Вспомнив неравенство (6) и заметив, что R R qt ≥ ( ), 

t = …0 1, , , рассмотрим сначала случай, когда найдется j , при котором B R qj ( ) ≥1. 
Для этого j  справедливы неравенства B Rj

t ≥1, t = …0 1, , , и, следовательно, после-

довательность ( )st
j

t =0
∞  монотонно возрастает до бесконечности. Поэтому последо-

вательность ( )κ ∞
t t =0 тоже растет до бесконечности. Отсюда следует, что κt k q> ( ) 

для всех достаточно больших t .

Теперь возьмем случай, когда B R q j Nj ( ) < = …1 1, , , . Легко убедиться, что 

s j
0 0> , j N= …1, , . Поэтому найдется такое ν > 0 , что νx sj j< 0 , j N= …1, , . С учетом 

того, что R q R( ) > =* 1/μ (см. (15)), существует такое t , при котором

� � � �

� �

� � �

�
R q x R q x Nk q

R q x

t t t t

t t

( ) ( ) ,

( )

− − − −( ) = < ( )
( ) =

1 1 1 1ν μ ν

ν �� �� �R q x Nk qt t( ) .μ ν ≥ ( )
Очевидно, что можно выбрать такое ν, что при некотором T  выполняется 

равенство � � � �� � �R q x R q x Nk qT T T T( ) ( ) .ν μ ν( ) = = ( )  Для этого ν рассмотрим последо-

вательность ( )zt t =0
∞  такую, что z x0 = ν ,

z R q z R q z t Tt t t= ( ) = ( )( ) =− −μ 1 1 1, ,..., ; 
j

N

T
j

Tz z Nk q
=

∑ =( ) = ( )
1

� � � ,  

z A w q B R q z t T Tt
j j j

t
j

+ = ( )+ ( ) = +1 1, , ,... .

Лемма 1. Последовательность ( )zt t =0
∞  является монотонно возрастающей: z zt

j
t
j

+ >1 , 
j N= 1,..., ; t = …0 1, , .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для t T= −1 1,...,  утверждение леммы верно. Так как 

j

N

T
jz Nk q

=∑ = ( )
1

, можно записать

z A w q B R q z R q
A

N
B z

A
T
j j j

T
j

j
j

T
j

+ = ( )+ ( ) ( ) −( ) +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
−( )=1

1 1α
α

α jj

T
i

i j
T
j

T
j

N
z R q z z

α
μ

≠
∑

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

= ( ) > .

Тем самым, утверждение леммы верно и для t T= . Осталось заметить, что

z
A w q

B R q
j Nt

j

t

j

j→
( )

− ( ) = …
→∞ 1

1, , , ,

причем, начиная с момента T  последовательности ( ) ,zt
j

t =0
∞  j N= …1, ,  либо моно-

тонно убывают, либо монотонно возрастают. Поскольку z zT
j

T
j

+ >1 , j N= 1,..., , то эти 

последовательности монотонно возрастают.

Теперь докажем, что s z j N tt
j

t
j> = =, , ..., ; , , ... .1 0 1  В силу выбора z j

0 спра-

ведливы неравенства s zj j
0 0> , j N= 1,..., . Предположим, что s zt

j
t
j> , j N= 1,...,  при 

некотором t  и докажем, что s zt
j

t
j

+ +>1 1, j N= 1,..., .

Рассмотрим три случая.

1. В случае, когда κt t
j

j

N
s N k q+ =

= < ( )∑1 1
/ , выполняются равенства 

s R st t t+ +=1 1  и z R q zt t+ = ( )1 . Поскольку матрица  положительна, а R R qt + > ( )1 , то 

s zt
j

t
j

+ +>1 1, j N= 1,..., .
2. Если κt t

j

j

N
s N k q+ =

= ≥ ( )∑1 1
/  и z N k qt

j

j

N

=∑ < ( )
1

/ , то

z R q
A

N
B z

A
N

zt
j

j
j

t
j

j

i j
t
i

+
≠

= ( ) −( ) +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
−( )⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

∑1

1 1α
α

α
α

==
−( ) ( ) ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ ( )

<
−( ) ( )

<
=
∑

1 1

1

1

α
α

α

A R q

N
z B R q z

A R q

j

i

N

t
i j

t
j

j kk q
B R q s A w q B R q s sj

t
j j j

t
j

t
j( )

+ ( ) = ( )+ ( ) = +α 1.

3. Когда z N k qt
j

j

N

=∑ ≥ ( )
1

/ , мы имеем

z A w q B R q z A w q B R q s st
j j j

t
j j j

t
j

t
j

+ += ( )+ ( ) < ( )+ ( ) =1 1.  

С учетом доказанного предложения мы можем полностью описать равно-

весную динамику нашей модели в предположении, что k q( ) < κ* (т. е. R q R( ) > *). 

Согласно этому предложению, на любой равновесной траектории ставка зара-

ботной платы и ставка процента становятся в долгосрочной перспективе неиз-

менными, т. е. w w qt = ( ) и R R qt = ( ) при достаточно больших t . Тем самым, начиная 

с  какого-то момента времени, динамика сбережений каждой династии j  задается 

равенством s A w q B R q st
j j j

t
j= ( )+ ( ) −1. Если B R qj ( ) < 1, то последовательность ( )st

j
t =0
∞  

сходится к A w q B R qj j( ) − ( )( )/ 1 , а если B R qj ( ) ≥1, она демонстрирует бесконечный 

рост.

Для того чтобы сформулировать формальные утверждения, положим:

J j B R qj1 1= ( ) <{ | }, J j B R qj2 1= ( ) ≥{ | },

                w w q** = ( ),  (20)

              R R q** = ( ),  (21)

             s
A

B R q
w q j Jj

j

j
** =

− ( ) ( ) ∈
1

1, ,  (22)

           d R q s j Jj
j

j j
j** **=

+
( ) ∈δ

δ λ
, ,1  (23)



48

К.Ю. Борисов, К.В. Зимняков Журнал НЭА,

№   2 (71), 2026,

с. 36–57

        b R q s j Jj
j

j j
j** **=

+
( ) ∈λ

δ λ
, ,1  (24)

           c
w q b

j Jj
j

j j
**

**

=
( )+( )
+ +

∈
1

1

δ λ
, ,  (25)

                          g B R q j Jj j** = ( )− ∈1 2, .  (26)

Следующая теорема вытекает непосредственно из предложения 3.

Теорема 2. Если k q( ) < κ* , то любая равновесная траектория

 ( ) , ( ) ( ), ,κ ∞ ∞ ∞
t t t t t tR w= = ={ 0 0 0 ( ) , ( ) , ( ) , ( )s c d bt

j
t t

j
t t

j
t t

j
t j

N

= = = = =( ) }0 0 0 0 1

∞ ∞ ∞ ∞  

обладает следующими свой ствами:

1) для всех достаточно больших t  выполняются равенства: w w R Rt t= =** **, ;
2) для j J∈ 1 последовательности ( )st

j
t =0
∞ , ( )ct

j
t =0
∞ , ( )dt

j
t =0
∞  и ( )bt

j
t =0
∞  сходятся соответ-

ственно к s j **, c j **, d j **, b j **;

3) для j J∈ 2 последовательности ( )st
j

t =0
∞ , ( )ct

j
t =0
∞ , ( )dt

j
t =0
∞  и ( )bt

j
t =0
∞  сходятся к +∞, при-

чем lim lim lim lim
t t

j
t
j

t t
j

t
j

t t
j

t
j

t ts s c c d d b
→ + → + → + → += = =

∞ ∞ ∞ ∞1 1 1 1/ / / jj
t
j jb g/ ;= +1 **

4) если J N1 1= { }, ...,  (т. е. J 2 = ∅), то lim **

t t→
=

∞
κ κ , где κ** **=

=∑ s Nj

j

N

1
/ , а если 

J 2 ≠ ∅, то lim
t t→

=
∞

κ ∞, причем lim max **

t t t j

jg
→ + = + ⎛

⎝ )∞
κ κ1 1/ .

Мы видим, что если

    max
j

jB R q⎛
⎝ ) ( ) ≥1,  (27)

то стационарного равновесия не существует, поскольку экономика обязательно 

выходит на траекторию бесконечного роста. Стационарное равновесие с робо-

тами { , , ,( , , , ) }κ** ** ** ** ** ** **R w c s d bj j j j
j
N

=1  существует тогда и только тогда, когда

                 B R q j Nj ( ) < =1 1, ,..., .  (28)

В этом равновесии R R q** = ( ) и w w q** = ( ). В частности, стационарное равновесие 

существует в стандартной модели перекрывающихся поколений без наследства, 

т. е. в случае, когда

                λ j jB j N= = = …0 1, , , .  (29)

Факт того, что в традиционной модели перекрывающихся поколений 

с роботами бесконечный рост невозможен, отмечен в работе (Gasteiger, Prettner, 

2022). Там же утверждается, что то же верно и в модели перекрывающихся поко-

лений с наследством. Однако это утверждение не совсем точно.

Бесконечный рост возможет только тогда, когда k q kGR( ) < , поскольку B j < 1 

при всех j  и, следовательно, неравенство (28) может нарушаться для  какого-то j  

только в случае, когда R q( ) >1.

Для дальнейшего нам удобно дать следующее определение.

Определение 3. Набор { , ,( , , , ) ,( ) }R w c s d b gj j j j
j J

j
j J

** ** ** ** ** ** **
∈ ∈1 2 , задавае-

мый соотношениями (20)–(26), называется псевдосбалансированным равновесием 

с роботами.

Очевидно, что если J N1 1= …{ }, , , то псевдосбалансированное равновесие 

и стационарное равновесие суть одно и то же.
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4.2. Благосостояние в условиях роботизации

Теперь рассмотрим, как в долгосрочной перспективе роботизация вли-

яет на благосостояние отдельных династий и общества в целом.

Далее по умолчанию мы предполагаем, что цена роботов достаточно низ-

кая и выполняется неравенство

            k q k( ) < *.  (30)

В п. 4.1 было показано, что это неравенство указывает на то, что на любой рав-

новесной траектории роботизация обязательно начнется и с  какого-то момента 

будет безостановочной.

Естественно  предположить, что влияние роботизации на благосостояние 

отдельных династий и общества в целом должно быть положительным. Это свя-

зано с тем, что появление роботов ведет к расширению производственных воз-

можностей общества. Однако существуют сценарии, при которых роботизация 

приведет к падению благосостояния отдельных династий или даже общества 

в целом 3.

В условиях роботизации динамика сбережений и потребления нетерпели-

вых династий может качественно отличаться от динамики сбережений и потре-

бления терпеливых династий. Если династия j  обладает столь высокой степенью 

терпеливости, что B R qj ( ) >1, то ее сбережения, потребление и благосостояние 

будут демонстрировать бесконечный рост. Если же B R qj ( ) < 1, то благосостояние 

той или иной династии, измеряемое с помощью значения функции полезности, 

может и упасть. Проще всего это показать для случая, когда λ j jB= = 0 и, тем 

самым, U c d b c dj j, ,( ) = +ln lnδ .

Предложение 4. Если λ j jB= = 0 для некоторого j , то

δ δ α δ δj j j j j j j jc d c d/ .1 2+( ) < ⇒ + < +ln ln ln ln** ** * *

Кроме того, с уменьшением q  значение ln ln** **c dj j j+ δ  будет падать.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как

c w d R wj
j

j
j

j
* * * * *=

+
=

+
1

1 1δ
δ

δ
, ,c w q d R q w qj

j
j

j

j
** **=

+
( ) =

+
( ) ( )1

1 1δ
δ

δ
, ,

w * *= −( )1 α κ α( ) , R * *= −α κ α( ) 1, w q k q( ) = −( )1 α α( ) , R q k q( ) = −α α( ) 1,

то:

ln ln ln ln ln lnc d w Rj j j
j

j
j

j
j j* * * *

ln

+ =
+

+
+

+ +( ) + =

=
+

δ
δ

δ δ
δ

δ δ

δ

1
1 1

1

1
1 jj

j
j

j
j j j j+

+
+ +( ) −( )+ + +( ) + −( )⎡⎣ ⎤⎦δ δ

δ
δ α δ α δ α δ α κln ln ln *

1
1 1 1 1 ln ,

ln ln ln ln ln ln** **c d w q R qj j j
j

j
j

j
j j+ =

+
+

+
+ +( ) ( )+ ( )δ

δ
δ δ

δ
δ δ1

1 1
1 ==

=
+

+
+

+ +( ) −( )+ + +( ) + −( )⎡ln ln ln ln
1

1 1
1 1 1 1

δ
δ δ

δ
δ α δ α δ α δ αj

j
j

j
j j j j

⎣⎣ ⎤⎦ ( )ln .k q

Для доказательства предложения нам достаточно заметить, что k q( ) < κ* 

и что величина 1 1+( ) + −( )⎡⎣ ⎤⎦δ α δ α κj j ln  возрастает с ростом κ  в том случае, если 

δ δ αj j/ 1 2+( ) < .

3  Мысль о том, что в моделях перекрывающихся поколений роботизация может и не привести к росту благосостояния, выска-

зана в работах (Sachs, Kotlikoff, 2012; Sachs, Benzell, LaGardia, 2015).
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Следующее предложение автоматически следует из предыдущего. Оно 

показывает, что возможна ситуация, когда роботизация приведет к падению 

общественного благосостояния.

Предложение 5. Рассмотрим модель перекрывающихся поколений без наслед-

ства (т. е. выполняются равенства (29)). Предположим, что δ δ αj j/ ,1 2+( ) <  j N= …1, , . 
В этом случае ln ln ln ln ,** ** * *c d c dj j j j j j+ < +δ δ  j N= …1, , , причем с уменьшением k q( ) 
(т. е. удешевлением роботов) значение ln ln** **c dj j j+ δ  будет падать для всех j.

В стандартной модели перекрывающихся поколений при вполне правдо-

подобных значениях параметров (например, при α = 1 3/  и δ j < 1, j N= …1, , ) робо-

тизация с неизбежностью приведет к падению благосостояния всех династий, 

причем удешевление роботов будет делать это падение более глубоким.

Теперь рассмотрим, как соотносится благосостояние различных дина-

стий в стационарном равновесии с роботами (если оно существует) или в «псев-

досбалансированном равновесии» (здесь мы используем кавычки, потому что 

в псевдосбалансированное равновесие экономика попасть не может). Как и в слу-

чае, когда производство роботов невозможно, мы будем сравнивать благосостоя-

ние различных династий с помощью их богатства или дохода.

Предложение 6. Рассмотрим псевдосбалансированное равновесие 

{ , ,( , , , ) ,( ) }R w c s d b gj j j j
j J

j
j J

** ** ** ** ** ** **
∈ ∈1 2 . Для династий l J∈ 1 и k J∈ 1 неравенство 

w b w bl k** ** ** **+ > +  выполняется тогда и только тогда, когда B Bl k> , а для династий 

i J∈ 2 и h J∈ 2 неравенство g gi h>  выполняется тогда и только тогда, когда B Bi h> .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство первого утверждения практически 

идентично доказательству предложения 1, а доказательство второго утвержде-

ния очевидно.

Предложение 7. Рассмотрим псевдосбалансированное равновесие 

{ , ,( , , , ) ,( ) }R w c s d b gj j j j
j J

j
j J

** ** ** ** ** ** **
∈ ∈1 2 . Если k q GR( ) > κ , то для династий l J∈ 1 и k J∈ 1 

неравенство

   w
R b

R
w

R b

R

l k
**

** **

**
**

**

**

**

+
−( )

> +
−( )1 1

 (31)

выполняется тогда и только тогда, когда B Bl k< , а если k q GR( ) < κ , то неравенство (31) 

выполняется тогда и только тогда, когда B Bl k> .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство практически идентично доказа-

тельству предложения 2.

В рассматриваемой модели не исключена ситуация, когда k q GR( ) > κ , т. е. 

R q( ) < 1. В этом случае, очевидно, B R q j Nj ( ) < = …1 1, , , , и поэтому бесконечный 

рост невозможен и псевдосбалансированное равновесие обязательно является 

стационарным.

4.3. Влияние роботизации на неравенство

Теперь рассмотрим, как роботизация влияет на неравенство в распре-

делении богатства и доходов, и покажем, что в долгосрочной перспективе уве-

личение неравенства является почти неизбежным следствием внедрения робо-

тов. Напомним, что все наши рассуждения мы проводим в предположении, что 

выполняется неравенство (30).
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Неравенство мы будем измерять с помощью индекса Джини. Для неотри-

цательного ненулевого вектора x x x N= ( )1,...,  индекс Джини G x x N1,...,( ) задается 

равенством

G x x x x N xN i j

j

N

i

N i

i

N1

11 1
2, ...,( ) = − ( )== =∑∑ ∑/ .

Далее нам потребуется лемм а, касающаяся индекса Джини.

Лемма 2. Предположим, что неотрицательные ненулевые несовпадающие век-

торы x x x N= ( )1,...,  и y y yN= ( )1,...,  обладают свой ствами: 

x x y yi j i j≥ ⇒ ≥  и x x
y
y

x
x

i j
i

j

i

j> ⇒ > .  

В этом случае G y y G x xN N1 1,..., ,..., .( ) > ( )
Эта лемма показывает, что если кривая Лоренца, соответствующая 

вектору y y yN= ( )1,..., , лежит ниже кривой Лоренца, соответствующей вектору 

x x x N= ( )1,..., , то G y y G x xN N1 1,..., ,...,( ) > ( ).
Сначала мы рассмотрим случай, когда бесконечный рост невоз-

можен, и сравним неравенство в стационарном равновесии без роботов 

{ , , ,( , , , ) }κ* * * ** * * *R w c s d bj j j j
j
N

=1  с неравенством в стационарном равновесии с робо-

тами. Кроме того, укажем, как меняется неравенство в стационарном равновесии 

с роботами при уменьшении k q( ) 4, которое вызвано падением цены роботов q .

Следующее предложение показывает, что неравенство в распределении 

богатства в стационарном равновесии с роботами обязательно выше, чем в ста-

ционарном равновесии без роботов, при этом с удешевлением роботов неравен-

ство в равновесии с роботами будет расти.

Предложение 8. Предположим, что величина q  такова, что выполняются 

неравенства (18) и, следовательно, существует стационарное равновесие с роботами 

{ , , ,( , , , ) }κ** ** ** ** ** ** **R w c s d bj j j j
j
N

=1 . В этом случае

G w b w b G w b w bN N* * * * ** ** ** **+ … +( ) < + … +( )1 1, , , , ,

причем с уменьшением q  значение величины G w b w bN** ** ** **+ … +( )1 , ,  будет расти.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем такие i  и j, что B Bi j< . С учетом (18) имеем

w b
w b

R R
B Rj

i

i

i i

j

j j

i* *

* *
* *+

+
= −

+ +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
+ +

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −
1

1
1

1
1λ

δ λ
λ

δ λ
/

**

*1− B Rj .

Аналогично,

w b
w b

B R
B R

B R q

B R q

j

i

i

j

i

j

** **

** **

**

**

+
+

= −
−

=
− ( )
− ( )

1
1

1

1
.

Поскольку B Bi j< , выражение 1 1−( ) −( )B R B Ri j/  растет при росте R  от 0 до 1/ B j, 

то, согласно предположению B R qj ( ) < 1, получаем неравенство

w b
w b

w b
w b

j

i

j

i

** **

** **

* *

* *

+
+

> +
+

.

Более того, левая часть этого неравенства растет с уменьшением q . Для доказа-

тельства остается сослаться на лемму 2. 

Для неравенства в распределении доходов картина примерно такая же. 

В случае, когда первоначальное равновесие является эффективным, переход 

из стационарного равновесия без роботов в стационарное равновесие с робо-

тами приведет к росту неравенства в распределении доходов, а удешевление 

роботов — к еще большему неравенству.

4 Конечно, мы будем допускать уменьшение ( )k q  только до тех пор, пока ( )R q  не станет столь большим, что нарушится нера-

венство (28).
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Предложение 9. Предположим, что выполняются неравенства (28) и, следова-

тельно, существует стационарное равновесие с роботами { , , ,( , , , ) }κ** ** ** ** ** ** **R w c s d bj j j j
j
N

=1 . 

Если κ κ* < GR, то

G w
R b

R
w

R b

R

N
*

* *

*
*

* *

*+
−( )

… +
−( )⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 11

, , < +
−( )

… +
−( )⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟G w

R b

R
w

R b

R

N
**

** **

**
**

** **

**

1 11

, , ,

причем с уменьшением q  значение величины

G w
R b

R
w

R b

R

N
**

** **

**
**

** **

**+
−( )

… +
−( )⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 11

, ,  будет расти.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем такие i  и j, что 

B Bi j<  ⇔
+

<
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

λ
δ

λ
δ

i

i

j

j1 1
. 

С учетом (19) имеем

w R b R

w R b R

R

R

j

i

i i

j

* * * *

* * * *

*

*

+ −( )
+ −( ) =

− −( ) +( )
− −( )

1

1

1 1 1

1 1

/

/

/λ δ

λ //
.

1+( )δ j

Аналогично:

w R b R

w R b R

Rj

i

i i** ** ** **

** ** ** **

**+ −( )
+ −( ) =

− −( ) +( )1

1

1 1 1

1

/

/

/λ δ

−− −( ) +( ) =
− ( )−( ) +( )
− ( )−( ) +(λ δ

λ δ

λ δj j

i i

j jR

R q

R q** 1 1

1 1 1

1 1 1/

/

/ )) .

Так как λ δ λ δi i j j/ /1 1+( ) < +( ), то выражение 

1 1 1

1 1 1

− −( ) +( )
− −( ) +( )

λ δ

λ δ

i i

j j

R

R

/

/
 

растет с увеличением R  от 1 до 1/ B j. Поскольку, по предположению, B R qj ( ) < 1, 

то мы получаем неравенство:

w R b R

w R b R

w R b R

w

j

i

j** ** ** **

** ** ** **

* * ** *

*

+ −( )
+ −( ) >

+ −( )
+

1

1

1/

/

/

RR b Ri* * *−( )1 /
.

Более того, левая часть этого неравенства растет с уменьшением q . Для доказа-

тельства остается сослаться на лемму 2. 

Предложение 9 доказано для случая, когда стационарное равновесие без 

роботов эффективно. Несложно описать картину и для ситуации, когда κ κ* > GR  

и стационарное равновесие без роботов неэффективно. В этом случае роботиза-

ция может начаться даже при довольно дорогих роботах, и это приведет к паде-

нию неравенства в доходах. Однако существенное удешевление роботов приве-

дет в конце концов к росту неравенства.

Теперь рассмотрим ситуации, когда неравенство (28) нарушается 

для некоторых j  и, тем самым, роботизация приведет к бесконечному росту. 

Согласно предложению 10, в долгосрочной перспективе неравенство в распреде-

лении богатства в условиях роботизации выше, чем неравенство в стационарном 

равновесии без роботов.

Предложение 10. Предположим, что max
j jB R ≥1. В этом случае для любой 

равновесной траектории

( ) , ( ) ( ) ( ) , ( ) , ( ) ,, ,κ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
t t t t t t t

j
t t

j
t t

j
tR w s c d= = = = = =0 0 0 0 0 0 ( )bt

j
t j

N

= =( ){ }0 1

∞  
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справедливо неравенство G w b w b G w b w bN

t t t t t
N* * * * lim+ … +( ) < + … +( )

→

1 1, , , , .
∞

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть J i B Bmax i j j= ={ | }.max  Из предложения 1 сле-

дует, что

J i w b w bmax
i

j

j= + = +{ }{ | }.* * * *max  

Пусть M  — число элементов множества J max. Не умаляя общности, будем считать, 

что B B B BN M N M N1 1≤ …≤ < = …=− − +  и, следовательно, 

w b w bN M* * * *+ ≤ …≤ + <−1 w b w bN M N* * * *+ = +− +1 .
Поскольку кривая Лоренца, соответствующая вектору 

0 0 1, , , , ,… + … +( )− +w b w bN M N* * * * , лежит ниже кривой Лоренца, соответствующей 

вектору w b w bN* * * *+ … +( )1 , , , то

G w b w bN* * * *+ … +( )1 , , < … + … +( ) = −( )− +G w b w b N M NN M N0 0 1, , , , , / .* * * *

Для доказательства предложения нам достаточно заметить, что

   lim
t t t t t

NG w b w b
N M

N→
+ … +( ) ≥ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟∞

1, , .  (32)

Учитывая, что w w qt = ( ) для всех достаточно больших t , то lim
t t

jb
→

=
∞

∞, 
j N M N= − + …1, , . Очевидно, что для каждого j N= …1, ,  существует предел 

limt t
j

i

N

t
ib b→ =∑∞ /

1
, причем
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j

t
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j

N
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1
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Поэтому
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Кроме того,
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поскольку кривая Лоренца, соответствующая вектору
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лежит не выше кривой Лоренца, соответствующей вектору 0 0 1 1, , , , ,… …( )− −M M . 

Замечание о том, что G M M N M N0 0 1 1, , , , , / ,… …( ) = −( )− −  завершает доказатель-

ство неравенства (32). 

Нам осталось только отметить, что если роботизация приведет к бес-

конечному экономическому росту, то динамика доходов и потребления раз-

личных династий будет полностью соответствовать динамике их богатства. 

Следовательно, неравенство в распределении доходов, как и неравенство 

в потреблении, тоже неизбежно вырастет.
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5. Заключение
Тот факт, что экономические агенты неодинаковы по своим межвре-

менным предпочтениям, не вызывает никаких сомнений и имеет множество 

эмпирических подтверждений (см., например, (Wang, Rieger, Hens, 2016; Falk et 

al., 2019)). Модели экономического роста, учитывающие этот факт, появились 

довольно давно, однако все еще не стали мейнстримом, хотя многие проблемы 

макроэкономической динамики естественно рассматривать именно в рамках 

такого типа моделей (см. обзоры (Becker, 2006; Борисов, Пахнин, 2023; Pakhnin, 

2023)). В частности, это касается динамики экономического неравенства (см., 

на пример, (Борисов, Пахнин, 2018)).

В настоящей статье с помощью модели с неоднородными по межвремен-

ным предпочтениям агентами мы сделали попытку исследовать вопрос о том, 

как на динамику экономического неравенства может повлиять роботизация про-

цесса производства. В рамках нашей модели роботизация может привести к паде-

нию благосостояния некоторых групп потребителей (или даже всех потребите-

лей) и почти неизбежно приведет к росту неравенства.

Полученные нами результаты опираются на предположение о том, что 

параметры межвременных предпочтений агентов, в частности показатели их 

альтруизма, заданы экзогенно и наследуются в рамках каждой отдельной дина-

стии. Это предположение имеет право на существование, если предполагать, что 

показатель альтруизма является социокультурной характеристикой той или иной 

группы населения, а социокультурные нормы наследуются из поколения в поко-

ление. Однако оно является слишком сильным. Совершенно необязательно 

наследник агента, обладающего высокой степенью альтруизма, также будет высо-

коальтруистичным, а наследник неальтруистичного индивида тоже окажется 

неальтруистичным. Можно предположить, что если ослабить наше предполо-

жение о наследовании показателя альтруистичности, то и результаты о влиянии 

роботизации на динамику неравенства окажутся несколько менее тревожными.

В то же время, есть все основания считать, что показатели альтруистич-

ности, являясь характеристикой терпеливости, формируются эндогенно таким 

образом, что чем богаче индивид, тем более терпеливым он является 5. Богатым 

людям легче оставлять наследство, чем бедным. И если принять такое предпо-

ложение, то окажется, что роботизация просто усилит эффект Матфея: «ибо 

всякому имеющему дастся и приумножится, а у неимеющего отнимется и то, что 

имеет» (Мф. 25:29).

5  Модели, основанные на таком предположении, можно, например, найти в (Borissov, Lambrecht, 2009; Borissov, 2013; Пара-

стаев, Шананин, 2024, Parastaev, Shananin 2024).
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Economic growth and inequality in a model 
with robots6 

Abstract. This paper develops an overlapping generations model with altruism and 

dynasties that vary in their intertemporal preferences and degree of altruism. The paper inves-

tigates the effects of robotization on economic growth and inequality. The model assumes that 

an individual representing a dynasty lives for two time periods and has one heir, to whom a non-

zero bequest is left. The size of the bequest is one of the arguments of log-linear utility function. 

During the fi rst time period, the individual works and receives a wage and also receives some 

bequest. The technology is described by a three-factor (labor, capital, and robots) Cobb–Douglas 

production function, in which a robot can fully replace one worker. It is shown that the dynamics 

of equilibrium paths depend on the price of robots. If robots are too expensive, they will not be 

produced or used, and the equilibrium path will converge to a certain steady-state equilibrium. 

As robots become slightly cheaper, the process of automation begins, and the equilibrium path 

converges toward a new steady-state equilibrium. The transition to a new equilibrium can lead 

to either an increase or a decline in the welfare of individual dynasties or society as a whole. If 

robots become even cheaper, the economy will settle on an infi nite growth path. However, that 

does not mean that the welfare of all dynasties will grow infi nitely. The income of some dynasties 

may even decline. In any case, automation will lead to greater inequality in the distribution of 

income and wealth.
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